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Regresion lineal con un “feature”: el caso mas simple (1)

> Consideremos un problema de regresion lineal donde tan sélo existe una “feature”

> El modelo de regresion es por lo tanto de la forma siguiente:
y:f(x)= At oy X

> Si agrupamos las diferentes medidas de x e y en la matriz y vectores correspondientes

.y(l) X(l)
(2) (2)
y = {O{O}
R
ly(N) . 1 X(N)

> La forma de la funcién de coste, utilizando el cuadrado de la distancia euclidea es por lo tanto

Loss=(y—X a) (y— Xazz yi—oy—ax;)
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Regresion lineal con un “feature”: el caso mas simple (Il)

> Para el caso lineal la minimizacion de la funcidon de coste puede hacerse analiticamente

> Basta recordar que los minimos de una funcién cumplen que la derivada en ese punto vale 0

Loss function

La derivada es la inclinacion de la
recta tangente en cada punto |

.
\
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) \:

En el caso de un

0 Loss _ minimo es igual a 0

a _O

V. Loss=0= 9% .
O Loss —0
oo,

1.6

1.4

1.2

1.0

(*) Los maximos y los puntos de inflexion también cumplen esta condicién. En el caso de regresion lineal
sabemos que siempre serd un minimo (¢ por qué?).
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Regresion lineal con un “feature”: el caso mas simple (lll)

> Recuperando la expresion de la funcidn de coste:

N
Loss=(y—-Xa) (y—=X a)=)_(y o x;)°

i=1

> Resulta sencillo ver cuales son las condiciones que han de cumplir los parametros

0 Loss _ S _

j=
aLoss 4
22(}’1_050 oy X )X =0

1 ]:0

(=)

V Loss=0=

> Es posible despejar alpha_0 en la primera ecuacién para obtener:

> Sustituyendo en la segunda ecuacion:
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Regresion lineal con un “feature”. Ejemplo

»> Generamos un modelo en el que y = f(x) = 2 x

—1(y—2x)’
. o o 1 IR 2
> Y en el que p(y | x) tiene una forma como la siguiente:  p(y|x)= e® ©
V2mo
-0.06303252 + 2013982 * x
o ] /ﬁl
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Regresion lineal en notacion matricial: caso general

> El caso general en el que hay M features puede resolverse facilmente usando matrices

'y(l)' 1 x(ll) xgl) X(AZ) a,
y? _|1 x(lz) xf) X(Ai) a,
.y(N) 1 XN XN x(l\]j)l “u

> Como ya hemos visto puede expresarse la funciéon de coste como:
Loss=(y—X a)' (y—X a)
> Que puede ser derivada con respecto a & de la siguiente forma:

V Loss=—X'(y—Xa)=—X' y+X X a=0

> Multiplicando por la matrix inversa correspondiente podemos despejar el vector o

a=(X"X)"'X"y
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Covarianza de un vector (l)

> El siguiente paso en el que vamos a estar interesados es en calcular la matriz de covarianza de

> Para ello supongamos un vector genérico de dimension M al que llamaremos b

> La matriz de covarianza es aquella que contiene en la diagonal las varianzas de b_j ...
> ..y las covarianzas correspondientes cruzadas cov(b_i, b_j) para los elementos no diagonales

Cov(b)=E[bb']—E[b]E[b]'

> En donde se entiende que:

b, b, bbb, .. bb,

2
bbT: bZ [ble,,,bM — b2b1 bz coe bsz
by b,b, b,b, .. by
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Covarianza de un vector (ll)

> Volviendo a la definicidn de covarianza de un vector podemos escribir por lo tanto

E[b)]-E[b,}  E[bb,]~E[bJE[b,] .. E[b,b,]—E[b]E[b,]
Cov(b)=E[bb"|~E[b]E[b]'= E[b,b,|-E[b,]E[b,] E[by]-E[b,[ ... E[b,b,]-E[b,]E[b,]
Elby b, E[byE[b,] Elbyb,—E[bylElb,] ..  E[b,]—Elb,F

> Que no es mas que la definicion de covarianza para un vector:

Var(bl) Cov (b bz) Cov(bl,bM).
Cov(b)= Cov(b,b,)  Var(b 2) ... Cov(b, by,)
Cov(b,,,b,) Cov(bM,b ) ... Var(by,)

> Supongamos ahora que el vector b es el producto de una matriz constante por un vector a, b=Ma
Cov(b)=E[bb'|—E[b]E[b]'=Cov(Ma)=E[Ma(Ma)' |- E[Ma]E[Ma] =E[Maa' M']—E[Ma]E[a' M"]

Cov(b)=ME[aa'|M' —~ME[a]E[a'IM'=M(E[aa' |-E[a]E[a'])M' =M Cov(a)M
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Calculo de la covarianza

> Con estas herramientas en la mano vamos a calcular la matriz de covarianza del vector Q.
a=(X"X)"'X"y
> La primera pregunta que debemos responder es ; cual es el origen de la covarianza de a?.
> Hemos asumido que la coordenada independiente x es fija (su varianza es exactamente O).
> Sin embargo la coordenada dependiente esta distribuida como p(y | x) y su varianza no es O.
> De hecho hay otras dos asunciones que hemos hecho en el modelo lineal
> Las medidas de y son independientes para cada valor de x
> La varianza de y es la misma para todas las p(y | x) con diferentes valores de x.

> En estas condiciones se tiene que Var(y) = oy también que Cov(yi,yj)=0. Por lo tanto:

(0 .. 0
Cov(y)=|0 & -~ 0 Cov(a)=| (X" X' X"|cov(y)|(x" x ) x|
0 0 o’
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Ejemplo: efecto de la covarianza en y en alpha

Modelo real: y = 2x + N(0, 1)

(=N
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o — o
= —
T T T T T T
4] 2 4 [ 8 10

Ajuste: y = (0.72+0.42) + (1.95£0.07) x
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Modelo real: y = 2x + N(0, 3)

Ajuste: y = (1.7+1.3) + (1.7520.22) x

Modelo real: y = 2x + N(0, 6)
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Ajuste: y = (0.1+2.5) + (2.15+0.43) X
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Regresion lineal para funciones no lineales

> Muchos de los problemas de la vida cotidiana no guardan una relacion lineal entre sus variables.
> En ocasiones es posible “traducir” nuestro problema no lineal haciendo un cambio de variable

> Ejemplo: supongamos que medimos el nUmero de nucleos de uranio en una muestra en funcion de t

> Este tipo de proceso viene dado por una ley exponencial N = Noexp(—t/T)

> Obviamente no podemos hacer un ajuste lineal entre Ny “t” pero si redefinimos:

> Y =log(N) entonces tenemos que: y = Iog(No) -t/ T que es lineal en la variable t

Nucleos por unidad de tiempo Nucleos por unidad de tiempo
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e
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t[unidades arbitrarias] t[unidades arbitrarias]
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Regresion lineal para polinomios

> Otra aplicacién interesante que podemos considerar a la hora de modelar es usar polinomios

(1)) (2) (2)) (N) X(N))
)

}conyy x de dimension 1

”"7(y

> Supongamos el esquema habitual {(y'”, x*), (y

, X

> Podemos artificialmente expandir la dimension de x simplemente anadiendo potencias de las x
(Y1 X0), (12, 2, (), ) o () k), x(12, L x() (2)) el ) ) N2my)

> Ahora podemos aplicar la regresién lineal con estas nuevas coordenadas de manera que el modelo:
M
y=f(x)= oyt o, x,+.. v oy x,, = y=f (x )=+ o, x+...+ ay, X

> Con lo cual podemos ajustar un polinomio usando exactamente las mismas herramientas vistas.

) Il x(l) x(l) x(l)l y(1) X(l) (1)2 (1)M

1 2 M
y(z) @ @) ) || %o (2) @) (22 (2)M go
yio|l o xy ox Xy |l o . |V = )
y(.].v) 1 x\V x.é];]) X\ | Yy KM K S R
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Regresion lineal con polinomios: ejemplo

> Generamos un modelo en el que y = f(x) = 2 + (x-1)(x-3)(x-5)(x-7)
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Regresion lineal con polinomios: ejemplo

> Generamos un modelo en el que y = f(x) = 2 + (x-1)(x-3)(x-5)(x-7)
-1 (y—(2+(x=1)(x=3)(x=5)(x=7)))’

2 o’

> Y en el que p(y | x) tiene una forma como la siguiente:  p(y|x)=

1
V21T O
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Ejercicio 4

1) Crea una funcién como la del ejercicio 3 en la que se pase como input: un vector x con la variable
independiente, un paradmetro “a”, un parametro “b” y un valor “sigma”; y que devuelva un vector “y”
que esté distribuido como una funcién normal con media = a*x + b y sigma = “sigma”.

2) Construye una funcion que reciba dos vectores “x” e “y” supuestamente relacionados linealmente y
calcule los valores de “a” y “b” que minimizan la funcién de coste.

3) Genera un vector x aleatorio con valores entre 0 y 8 y N = 100 puntos. Usa la funcion creada en 1 con
valores a=1, b=2 y sigma=2, y la funcion creada en 2 para encontrar el minimo de la funciéon de coste.
Pinta en un mismo plot “x” e “y” representados con puntos, y la recta “a*x +b".

4) Construye una funcién que calcule la matriz de covarianza asociada al ajuste lineal anterior. Utilizala
con los vectores “x” e “y” anteriores y calcula dicha matriz para ese caso particular.

5) Crea una funcién como la del apartado 1 donde se anadan 3 parametros mas (c, d, e) y en donde
todo seaigual salvo que media=a+b*x+ *x*2 +d*x"3 + e*x"4

6) Repite 3y 4 con la funcién generada en 5 y usando: a = 107, b=-176, c=86, d=-16, e=1
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